Algorytmy sortujace



Sortowanie

Jeden z najczesciej wystepujgcych, rozwigzywanych i stosowanych problemow.
- Utozy¢ elementy listy (przyjmujemy: tablicy) w rosngcym porzadku

Sortowanie moze byC oparte na porownaniach lub tez wykorzystujgce specjalne
wtasciwosci porownywanych liczb.

Dolne ograniczenie na ztozonosS¢ sortowania opartego na poréwnaniach wynosi
O(nlogn).

Swiety Graal teoretykdw obliczen réwnolegtych: osiggniecie ztozonosci O(log n)
na n procesorach.

- Udato sie osiggnac, ale state ukryte w notacji O() sg tak duze, ze niezwykle
utrudniajg praktyczne wykorzystanie.

W praktyce interesuje nas p-krotne przyspieszenie sortowania n-elementowe;
sekwencji na p procesorach.



Operacja poréwnania - wymiany
(ang. compare and exchange)

* Stanowi podstawe wiekszosci algorytmow opartych na poréwnaniach.

* Dwie liczby, A i B, sg porownywane i jezeli A>B zamieniane:

1f (A>B)
temp=A
A=B
B=temp;

* Jak jg zaimplementowac, jezeli A i B przechowywane sg na roznych procesorach
w systemie z przekazywaniem komunikatow ?



Poréwnanie i wymiana ha systemie z przesytaniem
komunikatéw - wersja 1

« Niech proces P, przechowuje A, a proces P, przechowuje B.

« P wysyta A do P,. ktory porownuje A z B i odsyta mniejszg z dwoch liczb z
powrotem do P_. Pseudokod:

// Pseudokod dla procesu P
send (&A,P)) ;

recv(&A,PQ;

// Pseudokod dla procesu P,
recv(&A,Pﬁ;
if (A>B) {
send (&B, P ) ;
B=A;
} else
send (&A, P ) ;



Porownanie i wymiana ha systemie z przesytaniem
komunikatow - wersja 2

« P wysyta AdoP,aP wysytaB do P . Obydwa procesy dokonujg porownania
zostawiajgc sobie odpowiednio mniejszg i wiekszg liczbe . Pseudokod:

// Pseudokod dla procesu P
send (&A,P)) ;

recv (&B,P));

if (A>B) A=B;

// Pseudokod dla procesu P,
recv(&A,PJ;

send (&B, P ) ;

1if (A>B) B=A;

* Aby unikngc ryzyka blokady P2 ma zamieniong kolejnosc¢ wysytania i odbioru.



Operacja compare-and-split

W praktycznych zastosowaniach mamy p proceséw do posortowania n liczb,
gdzie p«n. Kazdy proces otrzymuje n/p liczb.

Zaktadamy ze lista lokalna kazdego procesu jest uporzadkowana (koszt
O(n/plog(n/p)) jednorazowo na starcie algorytmu. Operacja compare-and-
exchange przeksztatca sie wtedy w operacje compare-and-split. Moze by¢ ona
zaimplementowana w czterech krokach:

Krok 1. Procesy wysytajg nawzajem posortowane listy

1{6]8(11f13 2(71910]12

Krok 2. Kazdy z procesow posiada dwie listy.

2[7]9]10]12 L[6]8]LL]13

217(19]10]12




Operacja compare-and-exchange

* Krok 3. Obydwa procesy scalajg dwie listy w jedng posortowana,.

®) D

« Krok 4. Proces P, zatrzymuje potowe najmniejszych elementow, a proces Pj
potowe najwiekszych.

11216(7]8 9110{11{12]13

* W ten sposob, poprzez podmiane operacji compare-and-exchange na compare-
and-split, mozemy przerobi¢ algorytm wyspecyfikowany dla n procesow i n liczb
na algorytm wyspecyfikowany dla p procesow i operujgcy na n liczbach.




Sortowanie bagbelkowe - kod

procedure BUBBLE_SORT(n)
begin
fori :==n — 1 downto 1 do
for j :=1to/ do
compare-exchange(a;, a;41);
end BUBBLE_SORT -

O ol

e Dwie zagniezdzone petle - ztozono$é O(n?).

W pierwszej iteracji wewnetrznej petli for najwiekszy element przemieszczany na
koniec tablicy, w drugiej drugi co do wielkosci itd.



Oryginalny
ciag

Faza 1

Faza 2

Y
Czas

A

Sortowanie bagbelkowe

2 7 8 5 1 3 6
2 7 8 5 1 3 6| ¢ Faza1 -najwiekszy
a7 3 5 1 3 5 element.
4 T8 5 1 3 6| ¢ Faza?2-drugicodo
1 7 8 5 1 3 5 wielkosci.
4 7 5 81 11 3 6
4 7 5 1 8 13 6
4 7 5 1 3 81" 16
4 7 5 1 3 6 8
45T 5 1 3 6 8
4 75 1 3 6 8
4 5 7 3 6 8

* Porownywane sg sagsiednie
wiekszy.

elementy; zamiana nastepuje jezeli lewy jest



Sortowanie babelkowe - zréwnoleglenie

Faza 1
om
Faza 2
(2, om
Czas T2, om
Faza 3
CO, T2, om
T 9 T2 o
Faza 4
[Ie; dom ao. o

Kolejny procesor rozpoczyna iteracje, natychmiast jak moze, zanim poprzednia
iteracja zakonczy sie.

Zaktadamy maszyne ze wspolng pamiecia.

Ztozonos¢ O(n) dla n procesorow.



Sortowanie odd-even transposition

Jest wariantem sortowania bgbelkowego. N procesow; Na razie zaktadamy, ze
kazdy przechowuje jedng liczbe.

Algorytm operuje na przemian w dwoch fazach:

- Faza parzysta: procesy o numerze parzystym wykonujg operacje compare
-and-exchange ze swoim sgsiadem po prawej stronie.

- Faza nieparzysta: procesy o numerze nieparzystym wykonujg operacje
compare -and-exchange ze swoim sgsiadem po prawej stronie.

Po n/2 fazach parzystych i n/2 fazach nieparzystych sekwencja jest
posortowana.

t 3gcznie mamy n faz.

- W implementacji sekwencyjnej faza zajmuje O(n) co prowadzi do ztozonosSci
O(n?).

- W implementacji rownolegtej z procesem P. przechowujacym jedng pozycje
tablicy a[i] faza zajmuje O(1), co prowadzi do ztozonosci O(n).
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Sortowanie odd-even transposition:
przyktad dla osmiu liczb

Krok | Po Py P, Py P4 Ps Pg

Faza parzysta 4 «— 2 f=-—8 5 =— 1 3=—=6
Faza nieparzysta 1 2 4 «—» 7 8 = 1 5=-— 3

Faza parzysta 2 2 +— 4 { +— 1 § =— 3 5+——6
Faza nieparzysta 3 2 4 -— 1 [ =— 3 8§ =— 5

Faza parzysta 4 2 1 4 3 7 5 8
Faza nieparzysta 5 1 2 -3 4 «— 5 f -— 6

Faza parzysta 6 1] «— 2 3= 4 S5 =—>6 /= 8
Faza nieparzysta 7 1 D e 3 4 =+ 5§ - 7

* Wersja z jednym procesem przechowujgcym jedng liczbe.



Sortowanie odd-even transposition:
wersja dla n liczb i p proceséw

Kazdy proces przechowuje n/p liczb.

Na poczatku, z kosztem O(n/p*log(n/p)) kazdy proces sortuje (quicksort albo
mergesort swojg sekwencje).

Nastepnie przeprowadzane jest (naprzemian) p/2 faz parzystych oraz p/2 faz nie
parzystych.

- W kazdej fazie operacja compare-and-exchange zastgpiona zostaje operacjg
compare-and-split o koszcie O(n/p)

- Zatem koszt taczny koszt O(n)

Ztozonosc obliczeniowa:

- O(n/p*log(n/p)) + O(n) + O(n).
obliczenia komunikacja

Algorytm stabo wydajny ma sens jedynie w sytuacji, w ktorej mamy do czynienia
z niewielkg liczbg procesow. Koszt wstepnego lokalnego sortowania jest wtedy
dominujacy.
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Rank sort

for(int 1=0;i<n;i++) {
x=0;
for (j=0; 3<n; j++)
it (ali]>al3j])
X++;
b[x]=alil];

* Bardzo prosty algorytm. Zliczamy w zmienne] x liczbe elementow tablicy
mniejszych od ali]. Nastepnie a[i] umieszczamy w tablicy wynikowej b na pozycji
X.

* Zatozenie: elementy ciggu a nie majg powtorzen.
e Zlozonos$é sekwencyjna O(n?).

* Algorytm nie wydaje sie by¢ wart gtebszej uwagi do momentu gdy nie
zauwazymy, ze mozemy przydzieliCc jeden proces do kazdej liczby, i obliczac
wartosci x rownolegle.

* Prowadzi do kosztu O(n) dla n procesorow.
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Rank sort o ztozonosci log(n) z n° procesorami

alil] a[0] a[i] a[] ali] a[2] a[i] a[3]

Poréwnaj

0/ 0/1

Dodaj

Drzewo

Dodaj
0/1/2/3/4

¥

* Do obliczenia wartosci x uzywamy n procesorow.

e W praktyce nie do zastosowania (n* procesorow !!!).
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Counting sort

* Zaktada ze liczby w tablicy sg liczbami catkowitymi z zakresu 1...m. Wykorzystuje

dodatkowag tablice ¢ o rozmiarze m (m+1 w jezyku C), w ktorej konstruowany jest
histogram sekwencji.

* Histogram, to znaczy cJi] jest liczbg wystgpien elementu i w sekwencji.
* Konstrukcja histogramu:

for (int i=1;i<=m; 1++)
c[1]=0;

for(int 1=0;1i<n;1i++)
clal[i]]++;

* Nastepnie liczba elementow mniejszych od cJi] jest obliczana poprzez operacje
sumy prefiksowej

for(int 1i=2;i<=,;1i++)
cli]l=c[i]l+c[i-17;

* Nastepnie elementy sg umieszczane w posortowanej tablicy b.

for 1;1>=0;1--) {

l=1’1
[clal1l ]]=a[i];
[al1l

1]=

16



Oryginalny ciag ag]

Histogram ¢l

Suma prefiksowa ¢ []

Sortowanie b (]

Counting sort - przyktad

8

=y

@ 21 3| 7] 5 1
“--...____‘__ . B
11l 1] 1] 2
1| 23456
11213 4a]s

Posortowany cigg

0 \ Przesun 5 na pozycje 6

Nastepnie zmniejsz c[9]

Algorytm ma ztozonos¢ O(m+n) Jezeli m jest O(n) to ztozonos¢ upraszcza sie do

O(n).
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Counting sort - zrownoleglenie

 Zaktadamy dalej ze m jest O(n).
* Koszt poszczegodlnych faz algorytmu:

- Wyzerowanie tablicy c: O(1) na na procesorach. Kazdy procesor zeruje jeden
element.

- Wyliczenie tablicy c: O(1) na n procesorach. Kazdy procesor dokonuje
inkrementacji elementu tablicy ¢ odpowiadajgcemu wartosci a[i].

- Operacja sumy prefiksowej O(logn) na n procesorach (przy wykorzystaniu
struktury drzewiastej podobnej do tej w rank sort).

- Finalne posortowanie O(1) na n procesorach. Kazdy procesor wykonuje
jedng instrukcje finalnej petli.

* taczny koszt O(log(n)) na n procesorach.



Algorytm quicksort

Szybki algorytm o oparty na regule ,dziel i zwycigzaj”

Lista elementow dzielona jest na dwie podlisty, tak ze wszystkie elementy na
jednej podliscie sg mniejsze od wszystkich elementow na drugiej.

Jest to osiggane przez wybor jednego elementu tzw. podzielnika. Nastepnie
przeglagdamy catg liste i elementy mniejsze od podzielnika umieszczamy na
jednej podliscie a elementy wieksze na drugie;j.

Podziat na dwie listy jest wykonywany w miejscu. Nie wykorzystujemy
dodatkowych struktur danych, a przesuwamy elementy wieksze od podzielnika
na prawo a mniejsze na lewo.

Nastepnie procedura jest rekurencyjnie wywotywana dla obydwu podlist.
Rekurencja sie konczy gdy dtugosc¢ podlisty jest rowna 1.

Wybor podzielnika ma krytyczny wptyw na wydajnos¢ algorytmu. W idealnym
przypadku gdy podzielnik jest mediang ciggu lista dzielona jest na dwie podlisty.
Przy kiepskim (pechowym) wyborze podzielnika (np. zawsze jest to element
najmniejszy na liscie) dostajemy pesymistyczng ztozono$é O(n?). Jednakze
ztozonos¢ srednia jest O(nlog(n))
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(a)

(e)

Quicksort - demonstracja

Podzielnik

Ostateczna pozycje
podzielnika

* Przyktad algorytmu quicksort sortujgcego sekwencje osmiu znakow.
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Quicksort - pseudokod wersji szeregowe|

1.  procedure QUICKSORT (4, q,r)
2.  begin

3. if ¢ < r then

-+ begin

5. x = Alql;

6. S i=dq,

7. fori :=q+ 1tordo

8. if A[i] < x then

9. begin

10. s =5+ 1:

11. swap(A|[s], A[i]);
12. end if

13. swap(Alg]., Als]);

14. QUICKSORT (4, q,5);

15. QUICKSORT (4,5 + 1, r);
16. end if

17.  end QUICKSORT

X - wartos¢ podzielnika. q,r - lewy i prawy kraniec podciggu w tablicy.
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Quicksort - naiwne zrownoleglenie

Podzielnik nieposortowana lista

Tal2|718|5|1]3]|6

i\ i\ |
2|1 |3|[4]||5]|]|7|8]6® " @

2 B | oY
1123 6|78 () ‘.

Posortowana lista Alokacja procesow

Idea: Zacznij od jednego procesu. Do kazdego wywotania rekurencyjnego
zatrudniaj nowy proces. (Dekompozycja rekurencyjna).

Stabos¢. W pierwszej fazie (koszt O(n)) aktywny jest jeden proces, pozostate sg
bezczynne.

Efektywna metoda musi zrownolegla¢ sam podziat na dwie podlisty.
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Wydajna wersja dla maszyny z przesytaniem
komunikatow (A. Grama i wsp.)

Zakladamy n liczb i p procesoréw. Kazdy procesor przechowuje n/p elementow.

Dzielimy maszyne rownolegta na dwie czesci: dolng i gorng potowe. Kazdy
procesor w dolnej potowie ma jednego partnera w gorne;j.

Jeden procesor wybiera podzielnik i wysyta go pozostatym procesorom (operacja
rozgtaszania).

Kazdy dzieli swojq lokalng list¢ na dwie czesci: L przechowujaca elementy
mniejsze od podzielnika oraz U przechowujaca elementy wigksze od podzielnika.

Procesor z dolnej potowy przesyta swojemu partnerowi z gornej potowy listg U.
Procesor partner z gornej potowy przesyta procesorowi z dolnej potowy listg L.

tatwo zauwazycC, ze po wykonaniu tego kroku wszystkie elementy mniejsze od
podzielnika znajdujg sie w dolnej potowie, a elementy wieksze w gornej potowie.
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Wydajna wersja dla maszyny z przesytaniem
komunikatow c.d.

Rekurencja konczy sie gdy potowa ma rozmiar pojedynczego procesora. W tym
momencie mozemy uporzadkowac zbior procesorow w ciag PP ,...P , tak ze

dla i<j wszystkie elementy przechowywane w procesorze P sg mniejsze od
elementow przechowywanych w procesorze Pj.

Dla petnego posortowania potrzebne jeszcze jest aby kazdy procesor
uporzgdkowat jeszcze swojg lokalng liste w czasie O(n/p log(n/p))

Czas pojedynczego kroku O(n/p) (podziat listy) + O(log p) (rozgtaszanie
podzielnika).

Srednio mamy O (log p) krokéw, do tego nalezy dodaé czas sortowania
sekwencyjnego.

k aczny czas: O(n/p log(n/p)) + O(n/p log(p))+ O(log® p).

Uwaga: jednoczesna reorganizacja elementow bardzo obcigza sieC potgczen
maszyny.
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Co pomineligmy

Sieci sortujgce: sieci sktadajgce sie z kolumn elementarnych komparatorow
postaci:

X liczba wieksza
—Pp —Pp

y liczba mniejsza
—Pp —Pp

Pierwotnie zaprojektowano je z myslg o sprzetowym rozwigzaniu problemu, ale
istnieje  mozliwos¢ ich zamapowania na komputer rownolegty ze wspoling
pamiecig lub z przesytaniem komunikatow.

Najpopularniejsza sie¢ bitoniczna pozwala na sortowanie w czasie O(log®n).
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