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SZEREGOWANIE ZADAN OBLICZENIOWYCH
7 ZASTOSOWANIEM MODELU RANGOWEGO

Streszczenie: Zagadnienia szeregowania zadan pojawiaja si¢ miedzy innymi w kontekscie
probleméw realizowalnosci duzych proceséw obliczeniowych i ich optymalizacji. Przy roz-
strzyganiu tego typu probleméw mozna wykorzystywaé metody regresji rangowej. Do celéw
konstrukcji modeli regresji rangowej poszczeg6lne zadania obliczeniowe charakteryzowane
sa poprzez wielowymiarowe wektory zaleznosci. Wektory zalezno$ci pozwalaja stwierdzic¢
czy okre$lone zadanie moze by¢ zrealizowane tylko wtedy, gdy zostana wczesniej zreali-
zowane pewne inne zadania. Regresja rangowa obejmuje konstrukcje takich odwzorowan
liniowych z wielowymiarowej przestrzeni zaleznosci na przestrzen jednowymiarowa (lini¢
czasu), ktéra odzwierciedla w mozliwie duzym stopniu zalezno$ci pomiedzy zadaniami.

Stowa kluczowe: szeregowanie zadain obliczeniowych, model rangowy, wypukta
i odcinkowo-liniowa funkcja kryterialna (CPL)

1. Wstep

Realizacje duzych zadan obliczeniowych wiaze si¢ na ogdt z dazeniem do mak-
symalnego skracania czasu obliczefi przy spelnieniu wszystkich warunkéw ograni-
czajacych [4], [7], [6]. Dla skrécenia czasu obliczen, procesy obliczeniowe dekom-
ponuje si¢ na podzadania O}, ktdére nastepnie realizuje si¢ szeregowo poprzez jeden
procesor lub w sposéb réwnolegly przy o wigkszej liczbie procesoréw. Modele sze-
regowania zadaii pomocne sa zaréwno przy weryfikacji warunkéw realizowalnosci
zdekomponowanych programéw, jak rowniez przy skracaniu czasu obliczen poprzez
odpowiednie rozdzielanie zadad na poszczegdlne procesory. W przedstawionym ar-
tykule analizowana jest metoda badania niesprzecznosci, szeregowania oraz optyma-
lizacji zadan obliczeniowych O, oparta na koncepcjach regresji rangowej [2].
Modele regresji rangowej maja postac takich odwzorowan liniowych z wielo-
wymiarowej przestrzeni cech na lini¢ prosta, ktére w mozliwie duzym stopniu za-
chowuja zadany porzadek w wybranych parach zdarzen lub obiektéw [2]. Porzadek
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realizacji dwu zadai O; i1 Oy oznacza, ze do realizacji zadania Oy potrzebna jest
znajomosS¢ pewnych wynikow realizacji zadania O;. W rezultacie wczesniejsza re-
alizacja zadania O; jest warunkiem koniecznym realizacji zadania Or. Wymagany
porzadek realizacji zadafi obliczeniowych mozna reprezentowacé w postaci wielowy-
miarowych wektoréow zaleznos$ci. Wektor zaleznosci zadania Oy identyfikuje takie
zadania O; (j # k), ktérych wczesniejsza realizacja jest warunkiem koniecznym re-
alizacji zadania Oy [1].

Konstrukcja rangowych odwzorowan liniowych zostala oparta na wyznacza-
niu hipertaszczyzny mozliwie najlepiej rozdzielajacej dwa zbiory w przestrzeni
zaleznoSci. Wyznaczanie hipertaszczyzny rozdzielajacej mozna oprze¢ na mini-
malizacji wypuklej i odcinkowo liniowej (CPL) funkcji kryterialnej [2]. Funkcja
kryterialna definiowana jest w tym przypadku na podstawie wektoréw zaleznosci
charakteryzujacych poszczegélne zadania obliczeniowe Oy. Algorytmy wymiany
rozwiazan bazowych, podobne do programowania liniowego, pozwalaja wyznaczaé
minimum funkcji typu CPL w sposéb efektywny nawet w przypadku duzej liczby
wektoréw zaleznosci.

2. Charakterystyka zadan obliczeniowych przez wektory zaleznosci

Zat6zmy, ze realizowany proces obliczeniowy zostat podzielony (zdekomponowany)
na m zadai Oy (k = 1,...,m). Kazde z zadaii Oy zostato scharakteryzowane przez
czas realizacji T; oraz przez wektor zaleznosci px = [P1, -+, Pim)’ © m sktadowych
binarnych py; (pxj = 1 lub py; = 0). WartoS¢ py; = 1 oznacza, ze k-te zadanie Oy
moze by¢ realizowane tylko wtedy, gdy wczesniej bedzie zrealizowane zadanie O;.
Wartos¢ pi; = 0 oznacza, ze k-te zadanie Oy moze by¢ realizowane niezaleznie od
stanu realizacji zadania O;. Zaktadamy przy tym, ze zadania Oy i O; nie moga blo-
kowac si¢ wzajemnie, tj.:

(Vkvje{lv-“?m})pkk:() oraz (pkal)i(pjk:()) (1)

Na podstawie wektorow zalezno$ci px wprowadzimy rangowa relacje poprze-
dzania O j < Oy pomiedzy zadaniami O i Oy, ktdra oznacza, ze zadanie O poprzedza
Oki

(0j <0 & (prj=1) 2)

Przyjmujemy, ze zaréwno podziat procesu obliczeniowego na zadania Oy jak
rowniez charakterystyka tych zadan za pomoca wektoréw zaleznosci py oraz czasow



Szeregowanie zadan obliczeniowych z zastosowaniem modelu rangowego

obliczen Ty wynikaja z wiedzy ekspertow o realizowanym procesie. Np. w hierar-
chicznej strukturze warstwowej realizacja kazdego zadania Oy w [-tej warstwie
jest mozliwa tylko wtedy, gdy wszystkie zadania Oy(;_1) W warstwie wczesniejszej
zastang zrealizowane. Przy realizacji ztozonych proceséw obliczeniowych liczba m
zadan O; moze by¢ bardzo duza. W takich okolicznosciach pojawia si¢ zagrozenie,
ze proponowany przez ekspertéw podzial procesu na zadania Oy, scharakteryzowane
za pomoca wektorow zaleznoSci px oraz czaséw obliczen T, spowoduje pojawie-
nie si¢ trudno$ci w realizacji procesu obliczeniowego. Realizacja procesu moze byé
niemozliwa z powodu pojawienia si¢ ciagu zaleznosci sprzecznych, wzajemnie blo-
kujacych si¢. Blokowanie si¢ procesu obliczeniowego moze nastapi¢ na przyktad
wowczas, gdy zadanie Oy odwoluje si¢ do zadania Oy, a zadanie O; odwotuje sie do
zadania O,,, ktére moze by¢ zrealizowane po wykonaniu zadania Or. W tym przy-
padku podzbiér rangowych relacji poprzedzania (2) ma ponizsza postac:

{(Ol = Ok)v (Om < Ol)a (Ok < Om)} (3)

Relacja < jest przechodnia (ang. transient relation) wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla
dowolnych Oy, Oy, O, spetniona jest ponizsza implikacja:

jezeli (01 <0y) oraz (Ox <Op), to (0,<0) ()

Zauwazmy, ze pary ze zbioru (3) nie tworza relacji przechodniej. Reprezentacja
zbioru (3) za pomoca grafu skierowanego z wierzchotkami utworzonymi przez za-
dania Oy pozwala uwypukli¢ istnienie petli, ktéra jest Zrédtem braku przechodniosci
i zablokowania si¢ procesu.

Blokujace si¢ tadcuchy zaleznoSci moga mieé¢ oczywiScie dlugos¢ wieksza niz
trzy. Latwo weryfikowalne warunki (1) zabezpieczaja przed blokowaniem si¢ wza-
jemnym w parach zadai. Weryfikacja zagrozenia sprzecznoSciami i blokowaniem si¢
w dlugich sekwencjach zadania O; wymaga wprowadzenia innych sposobéw ana-
lizy. Istnieje mozliwo$¢ wykorzystania do tego celu regresji rangowej [2]. Innym
problemem, ktéry moze by¢ réwniez analizowany za pomoca regresji rangowe;j jest
rozpatrywanie mozliwosci skrécenia czasu realizacji procesu obliczeniowego, po-
przez réwnolegla realizacje pewnych zadan Oy. Model regresji rangowej pozwala
w pewnych przypadkach wskaza¢ takie zadania Oy, ktérych réwnolegta realizacja
skrdci czas przebiegu procesu.

3. Liniowe odwzorowania rangowe

Rozwazmy liniowe odwzorowanie ¢#(w) = w!p, gdzie w = [wy,...,w,]T (W € R™)
jest wektorem parametréw, a p = [p1, ..., Pm| macierza utworzona z m-wymiarowych
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wektoréw zaleznosci px (1). Prosta t(w) = w’ p moze reprezentowaé kolejno$é roz-
poczecia realizacji t; poszczegdlnych zadan Oy:

(Vke {1,..m}) 1 =wlpg (5)

Projektujac rangowy model zalezno$ci poszukujemy takiego optymalnego wek-
tora parametréw w*, dla ktérego odwzorowanie liniowe #(w) = w’ p w najlepszym
stopniu zachowuje ponizsze implikacje rangowe:

0j < O = (W)'p; < (W) px oraz

Or<0;= (W)Tpj > (w)Tpk, gdziej<k ©

Metode poszukiwania optymalnego wektora parametrow w* (6) mozna oprze¢ na
badaniu liniowej rozdzielnosci za pomoca hiperptaszczyzny przechodzacej przez
poczatek uktadu wspétrzednych przestrzeni cech ponizszych dwu zbioréw wektorow
réznicowych rjk = px — pj, gdzie j < k:

RJF:{rjk:pk_pj: 0j'<0k} (7)

R~ :{rjk:pk—pj: Ok-<0j}
Definicja 1. Zbiory R i R~ sa liniowo separowalne za pomoca hiperptaszczyzny
przechodzacej przez poczatek uktadu wspotrzednych wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
taki wektor parametréw W', ze zachodza ponizsze nieréwnosci:

(Vl’jk S R+) W/l'jk >0 8)
oraz (Vrjr € R™) Wrj <0

Wektor parametréw w’' wyznacza hiperptaszczyzne H(w') w przestrzeni cech (prze-
strzeni zalezno$ci) przechodzaca przez poczatek uktadu wspoétrzednych tej prze-
strzeni:

H(w)={x: wx=0,xeR"} 9)

O hiperptaszczyznie H(w') méwimy, ze separuje zbiory R™ i R~ (7). Wszystkie ele-
menty rj; zbioru R" leza po dodatniej stronie hiperptaszczyzny H(w'), a wszystkie
elementy rj; zbioru R~ leza po jej stronie ujemne;.

Mozna wykazac¢ stuszno$¢ ponizszego Lematu [2]:

Lemat 1. Odwzorowanie liniowe t =t(w') = (W')T p zachowuje wszystkie implikacje
(6), wtedy i tylko wtedy, gdy hiperptaszczyzna H(W') (9) wyznaczona przez wektor w'
separuje zbiory R i R= (7).
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4. Wypukla i odcinkowo liniowa (CPL) funkcja kryterialna ®(w)

Projektowanie hiperptaszczyzny H(w*) (9) optymalnie rozdzielajacej zbiér do-
datni R™ od zbioru ujemnego R~ (7) moze by¢ oparte na minimalizacji wypuklej
i odcinkowo-liniowej (CPL) funkcji kryterialnej ®(w), ktdra jest podobna do per-
ceptronowej funkcji kryterialnej [6]. WprowadZmy w tym celu pozytywne funkcje
kary (p;j((w) okreslone na elementach rj; zbioru R* oraz negatywne funkcje kary
@ (W) okreslone na elementach r j zbioru R~ (7):

1—wliry jezeli wiry<1
, + + () — j kS
(Ve €RT) - @j(w) {0 jezeli wlry >1 (10)
oraz
_ _ o 1+WTl'jk jezeli WTI’jk > —1
(Ve €R7) (pjk(w) - {0 jezeli  wlry < —1 an

Funkcja kryterialna ®(w) jest dodatnio wazona suma funkcji kary (p;;( (w) i (p;k(w),
zdefiniowana nastepujaco:

dw)= Y W+ Y vaez(w) (12)

(JR)er (JK)eT~

gdzie yj; jest dodatnim parametrem (cenq) zwiazanym z wektorem réznicowym
rjx = px—pPj, J jest zbiorem par indekséw (j,k) wektoréw ze zbioru dodatniego
R ((j,k)eJT < rj€RT),J jestzbiorem par indeksow (j, k) wektorow ze zbioru
ujemnego R~ ((j,k) € J~ & rjp € R7) (7).

Perceptronowa funkcja kryterialna uzywana w teorii sieci neuropodobnych i roz-
poznawania obrazéw ma postac¢ podobna do ®(w) (12) [2]. Funkcja kryterialna & (w)
(12) jest funkcja wypukta i odcinkowo-liniowa (ang. convex and piecewise linear -
CPL) jako suma tego typu funkcji kary (p;;((w) (10) i (p;;((w) (11). Algorytmy wy-
miany rozwiazan bazowych, zblizone do algorytméw programowania liniowego, po-
zwalaja znalez¢ minimum funkcji ®(w) w sposéb efektywny nawet w przypadku
duzych, wielowymiarowych zbioréw R* i R~ (7) [3]:

P =P(w') = mvéncb(w) >0 (13)
Optymalny wektor parametréw w* oraz warto$¢ minimalna ®(w)* funkcji
kryterialnej ®(w) (12) moga by¢ stosowane w rozwiazywaniu wielu probleméw eks-
ploracyjnej analizy danych. W szczegdlnosci wektor w* pozwala wyznaczy¢ opty-
malne odwzorowanie rangowe ¢ = t(w*) = (w*)7p zachowujace wszystkie implika-
cje rangowe (6) lub ich wiekszos¢. Mozna wykazaé stusznos¢ ponizszego Lematu

[2]:
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Lemat 2. Wartos¢ minimalna (13) funkcji kryterialnej (12) jest réwna zeru, ®* =0
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taki wektor parametréow W', ze wszystkie implikacje
rangowe (6) zachowane sq przez odwzorowanie liniowe t =t(w') = (w')Tp (5).

Mozna zauwazy¢ tez, ze ®(w*) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka hi-
perplaszczyzna H(w') (9), ktéra w pelni separuje zbiér dodatni R od zbioru ujem-
nego R~ (7). Jezeli hiperptaszczyzna H(w*) (9) wyznaczona przez wektor optymalny
w* (13) nie separuje zbioréw R* i R, to zbiory te nie sa saparowalne przez zadna
inna hiperptaszczyzne H(w) (9). Wartos¢ minimalna ®(w*) (13) jest wtedy wicksza
od zera (P(w*) > 0).

5. Wybrane problemy szeregowania zadan obliczeniowych

Wiele probleméw szeregowania zadan obliczeniowych O; moze by¢ analizowanych z
wykorzystaniem zbioru wektoréw zaleznosci p; (1). Zatézmy, ze realizowany proces
obliczeniowy podzielono (zdekomponowano) na m zadan O; scharakteryzowanych
przez wektory zaleznosci p; (1) oraz czasy obliczen T;:

C():{Oj}, gdzie j=1,...,m (14)

Jednym z podstawowych pytafi jest to, czy zbior Cy zadan obliczeniowych repre-
zentowanych przez wektory zaleznosci jest niesprzeczny i moze by¢ zrealizowany
w sposob sekwencyjny? Innymi stowy, czy dany proces obliczeniowy moze zostaé
zrealizowany jako pewna sekwencja zadan O; (dla j=1,...,m)?

Szukajac odpowiedzi na to pytanie, postuzymy si¢ konstrukcja tzw. warstw funk-
cjonalnych. Zerowa warstwa funkcjonalna Fy jest utworzona przez my takich zadan
obliczeniowych Oy ze zbioru Cy (14), ktére nie zaleza od zadnych innych zadan O;,
tj.:

F={0:: pr=10,...,0]"} (15)
Zaktadamy tu, ze mg > 0.

W celu tworzenia kolejnych warstw funkcjonalnych F;, (n > 0) zbiér Cy (14) zo-
staje zredukowany do zbioru C; poprzez pominigcie takich mg zadan, ktére wchodza
do zerowej warstwy funkcjonalnej Fy (15):

Ci =Co/Fy (16)

Redukcja zbioru Cy do zbioru C; oznacza tez redukcje tych sktadowych p;; w wekto-
rach zaleznosci py (1), ktére odpowiadaja pomijanym zadaniom O; (O; € Fy). Jezeli
zbidr Fy zawiera myg zadan, to zbidr C| zawiera m — mg zadan scharakteryzowanych

10
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wektorami zaleznosci p[m — mo| o wymiarze m — my. Jezeli m — mg > 0, to pierwsza
warstwa funkcjonalna F) zostaje utworzona przez takich m; (m; > 0) zadan oblicze-
niowych Oy ze zbioru C; (16), ktére nie zaleza od innych zadan O; z tego zbioru,
tj.:
Fi ={O0y: Oy €Cy, oraz py[m—mg) = 0,...,0]"} a7
W kolejnym etapie zbidér C; (16) zostaje zredukowany do zbioru C, poprzez po-
miniecie takich m; zadan Oy, ktére wchodza do pierwszej warstwy funkcjonalnej
F (17):
G =C /R (18)

Podobnie jak poprzednio, redukcji zbioru C; zadan O; (18) do zbioru C; to-
warzyszy redukcja sktadowych p;; odpowiadajacych pomijanym zadaniom oraz po-
wstanie zredukowanych wektoréw zaleznosci py[m — mo —m;| o wymiarze m —mg —
my. Jezeli m —mg —my > 0, to podjeta zostaje proba utworzenia drugiej warstwy
funkcjonalnej > w sposob podobny do tworzenia warstwy Fi. W podobny spos6b
tworzone sa nastgpne warstwy funkcjonalne F;, (n > 2) az do osiagnigcia etapu,
w ktérym kolejna warstwa funkcjonalna nie moze by¢ utworzona.

Dwie przyczyny moga spowodowaé, ze kolejna warstwa funkcjonalna F;, nie
moze by¢ utworzona. Po pierwsze, warstwa funkcjonalna F;, nie moze by¢ utworzona
w sytuacji, gdy zbior C, typu (18) jest zbiorem pustym (C, = ¢), poniewaz wszystkie
zadania obliczeniowe Oy zostaly juz zredukowane we wczesniejszych warstwach F;y
(n' < n). W tym przypadku mamy réwnosé:

m-—mgy—...— my_1 =0 (19)

Jest to naturalne zakoriczenie procesu tworzenia n — 1 warstw funkcjonalnych F; (i =
1,...,n—1).

Drugim powodem uniemozliwiajacym utworzenie warstwy funkcjonalnej F,
moze byé brak takiego zadania O w niepustym zbiorze C, = C,—1/F,—1 (18),
dla ktérego zredukowany wektor zaleznos$ci pg[m — mo — ... — m,_1] jest rtéwny wek-

torowi zerowemu [0, ..., 0]7:

(Vkel,) pilm—mo—...—m,_1]#]0,...,0]" (20)

gdzie k € I, & O € C,,.

Warunek stopu (20) oznacza, ze wszystkie zadania Oy nalezace do zredukowa-
nego zbioru C, sa ze soba powiazane. Powstaje petla, ktéra uniemozliwia wydzie-
lenie zadania odpowiedniego do realizacji. Nie mozna zrealizowa¢ zadnego zada-
nia Oy ze zbioru C,, poniewaz realizacja kazdego z tych zadafi wymaga znajomosci

11
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wynikéw pewnego innego zadania z tego zbioru. Podobny problem moze si¢ po-
jawi¢ juz w momencie tworzenia zerowej warstwy funkcjonalnej Fp (15). Warunek
uniemozliwiajacy utworzenie warstwy Fy ma postaé:

(YO, € Cy)  pi[m] # [0,...,0]" 1)

Warunki typu (20) lub (21) oznaczaja pojawienie si¢ petli w grafie zaleznoSci.
Pojawienie si¢ petli w zbiorze C,, (18) oznacza, ze zbidér zadain Oy z tego zbioru,
reprezentowanych za pomoca zredukowanych wektoréw zaleznosci py[m—mg— ... —
my,_1], jest sprzeczny i nie moze by¢ zrealizowany. Realizacja kazdego zadania Oy
tworzacego petle jest niemozliwa, poniewaz wymaga znajomosci wynikéw pewnego
innego zadania O; ze zbioru C,,.

Algorytm 1 Algorytm pozwalajacy stwierdzi¢ sprzeczno$¢ lub niesprzecznosé
zbioru zadan obliczenowych
I: Cop:={0;}j=1,...m
2: Ip:={j}j=1,...m
3: n:=0
4: if C, = ¢ then
5: KONIEC: zbidr zadari jest niesprzeczny
6
7
8

: end if
:if (Vk € L,) px #[0,...,0]T then
: KONIEC: zbiér zadan jest sprzeczny
9: end if
10: F,:= {0y : Oy € Cy orazpx = [0,...,0]7
11: Cpy1 :=Cy/F,
12: Liy1 :=1y/{k: Oy € Fy}
13: zredukuj sktadowe py; w wektorach zaleznosci pk (Oy € Cy+1) odpowiadajace pomijanym zada-
niom O; (0; € Fy)
14: n:=n+1
15: GOTO 4

Zauwazmy, ze przynalezno$¢ zadan O; i Oy do tej samej warstwy funkcjonal-
nej F, wyklucza istnienie zaleznosci O; < Oy (2) lub Oy < O; pomiedzy tymi za-
daniami. Rownolegta realizacja zadan obliczeniowych nalezacych O; do tej samej
warstwy funkcjonalnej F;, daje mozliwos$¢ skrécenia czasu realizacji calego procesu
obliczeniowego.

Lemat 3. Jezeli zadania O; i Oy naleza do tej samej warstwy funkcjonalnej F,, to
nie moze istnie¢ zaleznos¢ O < Oy (2) pomiedzy tymi zadaniami.

12
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Stusznos¢ lematu 3 wynika bezpoSrednio z opisanej powyzej konstrukcji warstw
funkcjonalnych F,, gdzie kazde zadanie Oy danej warstwy jest scharakteryzowane
zredukowanym wektorem zaleznosci py o wartosci zerowej (px = [0, ...,O]T. Podob-
nie mozna uzasadni¢ ponizsza wlasnos¢:

(VOp € Fy) (YO €F,) (Op < O¢ =1’ <n) (22)

Zgodnie z powyzsza wlasnoscia, istnienie zaleznoSci Oy < O w strukturze warstw
funkcjonalnych F,y i F,, wyznacza taki porzadek, ze warstwa F;,, znajduje si¢ wyzej
niz warstwa F,y. Zadanie Oy z warstwy wyzszej nie moze poprzedza¢ zadania Oy
Z warstwy nizszej.

Lemat 4. Zadania obliczeniowe ze zbioru Cy (14) moga by¢ zrealizowane wtedy
i tylko wtedy, gdy podczas wydzielania warstw funkcjonalnych F,, nie zachodzq wa-
runki typu (20) lub (21) wskazujace na ,,zapetlenie si¢” procesu obliczeniowego.

Istnienie petli w zbiorze Cy (14) m zadan obliczeniowych ma zwiazek z minimalna
warto$cia ®(w*[m]) (13) funkcji kryterialnej ®(w[m]) (12):

Twierdzenie 1. Zbior Cy opisuje niesprzeczny zestaw m zadan obliczeniowych Oy
wtedy i tylko wtedy, gdy wartos¢ minimalna ®(w*[m]) funkcji kryterialnej ®(w[m))
okreslonej na bazie wektorow zaleznosci pxlm] (1) reprezentujacych te zadania jest
réwna zeru (®(w*[m]) =0).

Dowdd: W dowodzie postuzymy si¢ opisana powyzej konstrukcja warstw funkcjo-
nalnych F;,. Zalézmy, ze w trakcie konstrukcji nie sa spelnone warunki typu (20)
Iub (21). W tym przypadku wszystkie zadania obliczeniowe ze zbioru Cyp (14) moga
by¢ roztozone w warstwy funkcjonalne F;,. W rezultacie wszystkie zadania moga by¢
zrealizowane w sposob sekwencyjny, zgodny z podziatem na warstwy Fj,.

Dla przeprowadzenia dowodu dokonamy indeksowania zadan obliczeniowych
O; ze zbioru Cy zgodnie z podzialem na warstwy funkcjonalne F;, (indeksowa-
nie kanoniczne). Przyjmiemy, ze mo zadan O; z warstwy Fy ma najnizsze in-
deksy j (1 < j < mg), m zadan O; z warstwy F; ma indeksy j z przedzialu
(mo+1 < j <my+my), itd. Przy takim sposobie indeksowania zadari obliczenio-
wych O; wektory zalezno§ci p; = [pji1,...,P,m)| 0 m sktadowych binarnych p ;; maja
nastepujaca strukture: mg pierwszych wektorow p; (1 < j < mp) ma wszystkie m
sktadowych pj; rowne zeru ((Vj € {1,...,mo}) (Vi € {1,...,m}) pji = 0). Kolejne
m wektorow p;, odpowiadajacych zadaniom O; z warstwy Fi, ma skfadowe pj;
o indeksach i wigkszych niz mgy réwne zeru ((Vj € {mo+ 1,...,mo+m}) (Vi €
{mo+1,...,m}) pji = 0). Podobnie m, wektoréw p; odpowiadajacych zadaniom O;
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z warstwy F> ma sktadowe pj; o indeksach i wiekszych niz mgy +m; réwne zeru
(Vje{mo+mi+1,....moy+mi+my}) (Vie {my+mi+1,...,m})pj; =0). Podobna
strukture maja wektory zaleznosci p; z kolejnych wyzszych warstw. Rozumowanie
to jest oparte na wiasciowsci okreslonej w relacji (22).

Wezmy wektor parametréw w’[m] o ponizszej strukturze:

W] = [C1, .0y €1, €2y ees €2y eeny Crty ooy ] (23)

Pierwsze my sktadowych wektora w'[m| ma warto$é¢ ¢y (¢c; > 0, np. ¢; = 1) i od-
powiada zadaniom z warstwy Fy (15). Kolejne m; sktadowych wektora w'[m] ma
warto$¢ ¢ (¢ > ¢;) itd. Ostatnie m, sktadowych wektora w'[m] ma warto$¢ ¢,
(cn > cn—1).

Parametry ¢; (23) mozna wybra¢ tak, by wszystkie implikacje rangowe (6)
byly zachowane przez odwzorowanie liniowe ¢; = (w'[m])”p;[m]. Np. odpowied-
nio duza warto§¢ parametru ¢ odpowiadajacego warstwie Fy zapewnia, ze wSzyst-
kie zaleznosci Oy < Oy, gdzie k' < k, sa reprezentowane przez nieréwnosci (6):
(W [m])T pio[m] < (W'[m])Tpi[m].

Jak wynika z lematu 2, wartos¢ ®(w*[m]) (13) jest réwna zeru (®(w*[m| =
0) wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie implikacje rangowe (6) sa zachowane przez
odwzorowanie liniowe ¢; = (W'[m])" p;[m].

Twierdzenie 1 wskazuje mozliwo$¢ badania niesprzecznosci zestawu zadan
obliczeniowych O; (15) schrakteryzowanych przez wektory zaleznosci p;[m] (1)
na podstawie sprawdzenia warunku, czy warto$¢ minimalna ®(w*[m]) (13) funkcji
kryterialnej ®(w[m]) (12) jest rtéwna zeru.

6. Mozliwosci wykorzystania modeli rangowych w modyfikacji zadan
obliczeniowych

Znajomo$¢ zestawu m zadan obliczeniowych (15) scharakteryzowanych przez wek-
tory zaleznosci p;[m] (1) pozwala zdefiniowaé zbiory R*[m] i R™[m| (7) zlozone
z wektoréw roéznicowych rj[m] = pg[m] — pj[m], a nastepnie funkcje kryterialna
®(w[m]) (16). Minimalizacja funkcji kryterialnej ®(w[m]) daje odpowiedZ na py-
tanie czy zestaw zadan jest niesprzeczny (Tw. 1). Zestaw m zadan obliczeniowych
scharakteryzowanych przez wektory zaleznosci p j[m] (1) jest sprzeczny wtedy i tylko
wtedy, gdy warto$¢ minimalna ®(w*[m]) (13) jest wicksza od zera (®(w*[m]) > 0).
Ma to miejsce w sytuacji, gdy zbiory R*[m] i R~ [m| (7) nie sa liniowo separo-
walne (8). W takim przypadku czes¢ wektoréw réznicowych r ji[m] = pi[m] — p j[m]
usytuowana jest po niewlasciwej stronie hiperptaszczyny H(w*[m]) (9) wyznaczo-
nej w m-wymiarowej przestrzeni zaleznosci przez wektor optymalny w*[m] (13).
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Cze$¢ wektoréw rji[m] nalezacych do zbioru R*[m| usytuowana jest niewtasciwie
po ujemnej stronie hiperptaszczyzny H(w*[m]) (W*[m]rj < 0). Istnieja takze takie
wektory rjx[m] ze zbioru R~ [m], ktére sa niewtasciwie usytuowane po dodatniej stro-
nie H(w*[m]) (w*[m]r;; > 0). W problemach rozpoznawania obrazéw znany jest
fakt, ze dwa zbiory liniowo nieseparowalne mozna doprowadzi¢ do liniowej sepa-
rowalnos$ci poprzez redukcje przynajmniej czesci elemetéw niewtasciwie usytuowa-
nych wzgledem hiperptaszczyzny optymalnej H (w*[m]) [5]. Podobne techniki reduk-
cji mozna stosowaé w szeregowaniu zadan obliczeniowych.

Zgodnie z opisana wczesniej wieloetapowa procedura wydzielana jest warstwa
funkcjonalna Fy (15) a nast¢pnie kolejne warstwy F;,. Wydzielenie kolejnej warstwy
F, wiaze si¢ z redukcja C, = C,—1 /F,— (18) zbioru zadas i sprawdzaniu czy zacho-
dzi warunek stopu (20). Warunek stopu w warstwie zerowej ma podobna postaé (21).
Warunek stopu wskazuje, ze zadne z m zadari Oy, ze zbioru C, nie moze by¢ zrealizo-
wane, poniewaz wymaga to znajomosci wynikow pewnego innego zadania ze zbioru
C,,. Sposobem na przerwanie tego typu wzjemnych zaleznosci moze by¢ taka mody-
fikacja jednego z zadan Oy, ze zbioru C,, by jego wykonanie nie zalezato od zadnego
innego zadania O; ze zbioru C,. Zredukowany wektor zaleznosci py[m| zmodyfi-
kowanego zadania O} powinien by¢ réwny wektorowi zerowemu [0, ...,0]T. Mody-
fikacja zadania Oy prowadzaca do zerowania si¢ wektora zaleznos$ci py[m'] jest na
og6t mozliwa, ale moze wymagac przedefiniowania nie tylko jednego, lecz wigkszej
liczby zadan obliczeniowych, co moze by¢ obarczone duzymi kosztami.

W poszukiwaniu najbardziej efektywnego sposobu modyfikacji zadain Oy
ze sprzecznego zbioru C, mozna postuzy¢ si¢ minimalna wartoscia ®(w*[m]) (13)
funkcji kryterialnej ®(w[m]) (12), okreslonej na bazie wektor6w zaleznosci pi|m]
(1) reprezentujacych zadania Oy ze zbioru C,. Bierzemy tu pod uwage taka modyfi-
kacje zadan Oy — O, ktérym towarzyszy zerowanie si¢ zredukowanych wektoréw
zaleznosci py[m]:

oxlm] — [0,...,0]" (24)

Zauwazmy, ze jezeli modyfikowanie zadania Oy ze sprzecznego zbioru C,
nastgpuje po wezesniejszym wydzieleniu pewnych warstw funkcjonalnych F,, to wa-
runek (24) nie ogranicza zaleznosci zadania Oy od innych zadan z tych warswtw.

Wybdr zadania O do modyfikacji mozna oprze¢ na kryterium maksymal-
nego spadku AP (w*[m]) minimalnej wartosci ®(w*[m]) (13) funkcji kryterialne;j
®(w[m]) (12) w wyniku modyfikacji (24) wektora zaleznosci px[m] (1) zadania Oy:

D ®(w*[m]) = max A ;& (w*[m]) (25)

JEL

gdzie jel, < 0; € G,
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Zgodnie z powyzszym kryterium modyfikowania, do modyfikacji wybieramy
takie zadanie, ktére daje najwiekszy spadek minimalnej wartosci funkcji kryterialnej
okreslonej na zredukowanym zbiorze C,.

Mozna zatozy¢, ze obliczanie potencjalnych spadkéw A ;®(w*[m]) minimal-
nej wartosci ©(w*[m]) (13) funkcji kryterialnej ®(w[m]) (12) jest stosunkowo tanie
w stosunku do kosztéw &; (8; > 0) rzeczywistej modyfikacji poszczegélnych zadari
obliczeniowych O;.

Jezeli znane sa koszty §; modyfikacji poszczegdlnych zadan obliczeniowych O,
to kryterium wyboru zadania Oy do modyfikacji moze uwzglednia¢ takze wielkosci
b j-

DN ®(WH[m]) /& = max A P(w*[m])/§; (26)

0;eC,

Opisana powyzej procedura pozwala usuwac sprzeczno$éi z zestawdw zadaf
obliczeniowych O; poprzez modyfikacje wybranych zadan Oy.

Innym waznym w praktyce problemem jest zagadnienie redukcji niepotrze-
bych zadan obliczeniowych O; tworzacych zbior Cy (14). W pewnych przypadkach
mozemy by¢ zainteresowani w jak najszybszym uzyskaniu wyniku okreSlonego za-
dania Oy. Uzyskanie wyniku danego zadania Oy wymaga wykonania pewnych zadan
0j, lecz wykonywanie innych zadafi ze zbioru Cy moze nie by¢ konieczne. Zidenty-
fikowanie takich niekoniecznych zadan O; pozwala je pominac i w rezultacie skréci¢
czas obliczen.

Zat6zmy, ze zbidr Cy zadan O; scharakteryzowych przez wektory zaleznoSci p
(1) i czasy realizacji T; jest niesprzeczny. W tym przypadku wszystkie zadania O;
moga by¢ przyporzadkowane poszczegdlnym warstwom funkcjonalnym £, (19). Do-
godnie jest postugiwaé si¢ wtedy indeksowaniem kanonicznym opisanym w dowo-
dzie Twierdzenia 1. Redukcja zadani O; oznacza tez zmniejszanie wymiaru wektoréw
zaleznosci p j[m] (1).

Jezeli zadania O; zostaly przyporzadkowane poszczegélnym warstwom funk-
cjonalnym F; i wybrane zadanie Oy znalazlo si¢ w warstwie F,;, to wszystkie zadania
z warstw wyzszych Fy, (n > n’), jak rowniez rézne od Oy zadania z warstwy F,y moga
zostaé zredukowane (pominigte). W rezultacie takiej redukcji powstaje zbidr zredu-
kowany C}). Zbiér C), moze by¢ w pewnych okolicznosciach dodatkowo zredukowany.
W tym celu sprawdzamy czy w zbiorze C, znajdzie sie takie zadanie O, ktére nie
poprzedza zadnego innego zadania z tego zbioru. Jezeli takie zadanie zostanie zna-
lezione, to zadanie to usuwamy ze zbioru C}, i powtérnie poszukujemy w ostatnio
zredukowanym zbiorze C|) zadania O j», ktére nie poprzedza Zadnego innego zadania
z tego zbioru. Jezeli zadanie O j» o takiej wiasciowosci bdzie znalezione, to usuwamy
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je ze zbioru C,. Poszukiwania niekoniecznych zadan O; i ich redukcje powtarzamy
do momentu, gdy w zbiorze C}) nie bedzie elementéw nadajacych si¢ do redukcji.

7. Wyniki eksperymentow

Przy zastosowaniu opisanych wczesniej metod wykonane zostaly dwa ekspery-
menty, sprawdzajace w praktyce stluszno$¢ zaproponowanych rozwiazan teoretycz-
nych. W obu eksperymentach uzyto sztucznie wygenerowanych sekwencji zadai ob-
liczeniowych.

7.1 Eksperyment 1 - Sekwencja niesprzeczna

W pierwszym eksperymencie sekwencja zadan obliczeniowych bya dobrana tak, aby
zdekomponowany proces obliczeniowy byl niesprzeczny, czyli aby nie wystepowaty
w nim zapetlenia. Rysunek 1 pokazuje kolejno$¢ wykonywania zadan. Strzatka od za-
dania O; do zadania Oy wskazuje na zaleznosS¢ zadania Oy od zadania O;. Pomiedzy
zadaniami O; i Oy zachodzi relacja rangowa O; < Oy.

Rys. 1. Sekwencja zadar uzytych w eksperymencie 1
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Otrzymano nastepujace wektory zaleznosci p; (j = {1,...,9}):

=[0,0,0,0,0,0,0,0,0]”

pp_mqaamammmT

=[0,0,0,0,0,0,0,0,0]”

p¢_mQQQQQQQmT
[1,1,0,0,0,0,0,0,0]” (27)

]

]

]

]

%A{IQLLQQOQQT
=[1,0,1,0,1,0,0,0,0]"
=1[0,1,0,0,0,1,0,0,0]”

m_{OQQQQQIJﬁT

Na podstawie relacji rangowych pomiedzy zadaniami i ich wektoréw zaleznoS$ci wy-
znaczono zbiory Rt i R~ (7) wektoréw réznicowych r j:

ris=[1,1,0,0,0,0,0,0,0]"
rie=[1,0,1,1,0,0,0,0,0]"
n7_U0JﬁJ000mT
r25 =[1,1,0,0,0,0,0,0,0]”
r2s = [0,1,0,0,0,1,0,0,0]”
r;¢ =[1,0,1,1,0,0,0,0,0]”
n0101000mT
[ I’
[0,
(-1
(-1
[0,

r37 =

rs6=1(1,0,1,1,0,0,0,0,0 28)

rs7 = 1,1,0,1,0000]

res=[—1,1,— 1QL000F

r79 = ,0 —-1,0,1,1,0]"

rgg = 1000 1,1,1,0]
{1‘1,5,1‘1.,6,1‘1,7,r2,5,1‘2,8,l‘3,6,1‘3,7,1‘4,e,r5,771‘6,8,1‘7,9,1‘8,9}

R™ =0

Poprzez minimalizacje warto$ci funkcji kryterialnej ®(w) (12) wyznaczono opty-
malny wektor parametrow w*:

=[-1,0,-1,0,0,0,—3,—4,0,0]" (29)
Warto$¢ minimalna funkcji kryterialnej ®(w*) (13) przyjmuje warto$¢ zero, wiec

zgodnie z twierdzeniem 1 zestaw zadan jest niesprzeczny i mozZe by¢ realizowany
w zalozonej sekwencji.
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7.2 Eksperyment 2 - Sekwencja sprzeczna

Drugi eksperyment byl identyczny z pierwszym. Zostala w nim jedynie uzyta se-
kwencja zadan, w ktérej wystepuja petle.

Rys. 2. Sekwencja zadari uzytych w eksperymencie 2

Wyznaczone zostaty wektory zaleznosci p; (j = {1,...,12}) i zbiory R" i R~ (7)
wektorow réznicowych r ji.

Rt = {r1,7,l’2,7,1‘2,8,1'3,8,r4,8,l‘4,9,1'5,9,1’6,9,1‘7,10,1’8,10’1’8,11,1’9,11,1'10,11,1‘10,12,1'11,12}
R™ ={rs511,r7,11,r39}
(30)

Poprzez minimalizacje warto$ci funkcji kryterialnej ®(w) (12) wyznaczono opty-
malny wektor parametréw w*:

w* =[0,0,0,0,—1,0,—-3,0,-2,0,—3.5,0]” (31)

Warto$¢ minimalna funkcji kryterialnej ®(w*) (13) przyjmuje wartos¢ 0.250367,
wigc zgodnie z przewidywaniami otrzymano odpowiedz, ze sekwencja zadan nie
moze by¢ zrealizowana w takiej kolejnosci. Stosujac mechanizm opisany w rozdziale
6 mozna wyznaczy¢ zadanie do modyfikacji i doprowadzi¢ do niesprzecznosci se-
kwencji.
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8. Uwagi koncowe

Regresja rangowa moze by¢ uzytecznym narze¢dziem analizy duzych systeméw obli-
czeniowych. Budowa modeli rangowych do celéw analizy systeméw obliczeniowych
opiera si¢ na reprezentacji zadan obliczeniowych O za pomoca wektorow zaleznosci
p; (1), ktore opisuja wzajemne zaleznosci O; < Oy (2) pomiedzy tymi zadaniami.
Modele rangowe buduje si¢ w formie takich odwzorowan liniowych z wielowymia-
rowej przestrzeni zaleznosci na przestrzen jednowymairowa, ktére w maksymalnym
stopniu zachowuja (6) te zaleznosci.

Konstrukcja odwzorowan rangowych opiera si¢ na wyznaczaniu hi-
perptaszczyzny H(w') (9) oddzielajacej w mozliwie najlepszy sposéb dwa zbiory R™
i R~ (7). Metoda wyznaczania hiperptaszczyzny H(w’) (9) bazuje na minimalizacji
wypuktej i odcinkowo-liniowej (ang. convex and piecewise linear - CPL) funkcji
kryterialnej ®(w) (12). Zostato wykazane (Tw. 1), ze wartos¢ minimalna ®(w*[m])
(13) funkcji kryterialnej ®(w[m]) (12) okreSlonej na bazie m wektoréw zaleznosci
p; (1) reprezentujacych zadania obliczeniowe O; jest réwna zeru (®(w*[m]) = 0)
wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér Cy (14) zawiera niesprzeczny zestaw zadan.

Minimalizacja funkcji kryterialnej ®(w[m]) (12) pozwala nie tylko wykrywac
sprzecznoSci w zestawach zadan obliczeniowych O;, ale moze byC réwniez
uzyteczna w wybieraniu zadai do modyfikacji majacych na celu efekywne usunigcie
tych sprzecznosci.
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SCHEDULING BASED ON RANKED REGRESSION
MODELS

Abstract: The issues of scheduling of tasks are found, among other things, in connec-
tion with the problems of realizeable of big computing processes and optimisation of them.
The ranked regresion methods can be used to determine of this kind of problems. Separate
computing tasks are characterized by multidimensional vectors of dependences in order to
form the ranked regresion models . The vectors of dependences allow to state whether par-
ticular task can be realised only when certain other tasks have realised before. The ranked
regresion includes the designing of such linear transformations from the multidimensional
space of dependences to unidimensional space (time line), which reflect the dependences
beetwen task as well as possible.

Keywords: scheduling of the computing tasks, ranked model, convex and piecewise linear
(CPL) criterion functions
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